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AZ EGYENESEN ÉS A PONTON.LEVŐ INVOLÜCIÓ 
Í R T A : L E R N E R K Á R O L Y 
M e t s z e n d e g y e n e s e g y k ú p s z e l e t e t . V e g y ü n k f e l p e g y e n e s e n P1 p o n t o t . 
E b b ő l k é t é r i n t ő t h ú z z u n k a k ú p s z e l e t h e z . A z é r i n t é s i p o n t o k a t ö s s z e k ö t ő 
e g y e n e s P1 p o n t n a k p o l á r i s a , p m e t s z i P1 p o n t p o l á r i s á t P\ p o n t b a n . E z e n 
k é t p o n t n a k a z a s a j á t s á g a , h o g y h a r m o n i k u s a n v á l a s z t j á k s z é t a k ú p s z e l e t -
n e k p e g y e n e s s e l v a l ó m e t s z é s p o n t j a i t : ( Á " i K2 PXP[) = — 1 . 
H a P j m o z o g , p e g y e n e s e n k é t p r o j e k t í v p o n t s o r j ö n l é t r e P ^ P ^ P ? , . . . A 
P[P',Pi... H o m o l ó g p o n t p á r o k h a r m o n i k u s a n v á l a s z t j á k s z é t a k ú p s z e l e t A " ] A " , 
p o n t j a i t . K i t á r s a K , é s K , t á r s a K 2 . E z e g y o l y a n p r o j e k t i v i t á s , m e l y b e n a 
h o m o l ó g p o n t p á r o k n a k a k e t t ő s p o n t o k k a l v a l ó k e t t ő s v i s z o n y a — 1 , a z a z a z 
a b s z o l ú t i n v a r i á n s : — 1 . A z i l y e n p r o j e k t i v i t á s n e v e i n v o l ú c i ó . 
Y' Ym 
. ' : - i — i — i — i T . • 
Ki X K2 X& 
H á X a k é t k e t t ő s p r ; z ö t t i s z e g m e n t u m , k ö z e p é n ! v a n , - t á r s a Y.á v é g t e l e n -
b e n v a n . E k k o r ( / í ' j A ' a A / ) = — 1 . H a X m o z o g , e l j u t a o o - b e X'-be, K i s 
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m o z o g , e l j u t V-be: (KlKYX) = — 1. D e a z i s i g a z {KlK,Y'Y) = ~ \ 
( K Í K I X X ' ) ^ — 1 é s í g y i g a z ( K i K * Y X ) = — 1. E z j e l l e m z i a z i n v o l ú c i ó t . 
H a e g y p o n t s o r o n l e v ő p r o j e k t i v i t á s b a n v a n e g y p o n t , m e l y n e k t á r s a u g y a n a z , 
a k á r X, a k á r Y p o n t s o r h o z s z á m í t j u k e z t a p o n t o t , a k k o r a p r o j e k t i v i t á s t i n -
v o l ú c i ó n a k n e v e z z ü k . E z t a z i n v o l ú c i ó t a z e g y e n e s e n a k ú p s z e l e t l é t e s í t e t t e . 
H a m e g j e l e n i k a s í k b a n e g y k ú p s z e l e t , e z z e l a z e g y e n e s e n e g y i n v o l ú c i ó j e l e -
n i k m e g . 
H a p e g y e n e s n e m m e t s z i a k ú p s z e l e t e t , a k k o r i s m e g v a n a z i n v o l ú c i ó . 
F e l v e s z e k r a j t a P , p o n t o t . E n n é k m e g s z e r k e s z t e m a p o l á r i s á t . E z k i m e t s z 
/ 7 - b ő l P , " p o n t o t . E z e k k o n j u g á l t a k . H a P , m o z o g , p e g y e n e s e n l é t r e j ö n : 
p(P,PIP.,...) A piPiPíPí...) k é t p o n t s o r , a m e l y p r o j e k t í v . P1 é s P[ h a r m o -
n i k u s a n v á l a s z t j á k s z é t p e g y e n e s n e k a k ú p s z e l e t t e l v a l ó m e t s z é s p o n t j a i t . M o s t 
a k é t m e t s z é s p o n t k é p z e t e s . 
H a p e g y e n e s é p p e n a z é r i n t ő , a k k o r P , p o n t k o n j u g á l t j a a z é r i n t é s i 
p o n t b a e s i k . 
A k ú p s z e l e t t e h á t m i n d e n e g y e n e s e n l é t e s í t p r o j e k t i v i t á s t , m e l y n e k s a j á t -
s á g a a z , h o g y a h o m o l ó g p o n t p á r o k a k ú p s z e l e t n e k p e g y e n e s s e l v a l ó m e t -
s z é s p o n t j a i t h a r m o n i k u s a n v á l a s z t j á k s z é t , t e h á t a p r o j e k t i v i t á s i n v o l ú c i ó . A z 
i n v o l ú c i ó l e h e t h i p e r b o l i k u s , p a r a b o l i k u s , v a g y e l l i p t i k u s , a s z e r i n t , h o g y p 
m e t s z i , é r i n t i , v a g y n e m m e t s z i a k ú p s z e l e t e t . E s z e r i n t a z u t á n a z e g y e n e s t 
h i p e r b o l i k u s , p a r a b o l i k u s v a g y e l l i p t i k u s e g y e n e s n e k n e v e z z ü k . 
A ponton levő involúció. H a m e g a d u n k e g y k ú p s z e l e t e t , a c e n t r u m b a n 
l é t r e j ö n a z i n v o l ú c i ó . A m i é r v é n y e s v o l t e g y e n e s r e , é r v é n y e s l e s z p o n t r a i s . 
N é z z ü k , h o g y a n j ö n l é t r e p o n t o n i n v o l ú c i ó . H a p e g y e n e s e n f e l v e s z ü n k P , 
p o n t o t é s m e g s z e r k e s z t e m a n n a k p o l á r i s á t , e z m e t s z i p e g y e n e s t P[ p o n t b a n . 
H a P i m o z o g , l é t r e j ö n p(P1P1P1.. .)~F.pP,P:,P-,.. ) p r o j e k t i v i t á s , a m e l y b e n P 
é s P' h a r m o n i k u s a n v á l a s z t j á k s z é t a k ú p s z e l e t n e k p e g y e n e s s e l v a l ó m e t -
s z é s p o n t j a i t , a z a z : ( K K o P ^ P i ) = — 1. H a a b e t ű k e t f e l c s e r é l e m : P ( p ] p2ps...) A 
P(p', píp'^) • • • v a g y i s P p o n t o n l é t r e j ö n k é t p r o j e k t í v s u g á r s o r . E z a p r o j e k -
t i v i t á s i n v o l ú c i ó , m e r t a z i n v o l ú c i ó s p o n t (p1p\)-ön l e v ő p , é s p[ h a r m o n i k u -
s a n v á l a s z t j á k s z é t kx é s k2 e g y e n e s t . 
258. 
H a Pi m o z o g , v e l e m o z o g P[ i s , d e a k k o r m o z o g ^ é s p í i s . A m o z -
g á s ú g y t ö r t é n i k , h o g y Pr é s P[ k o n j u g á l t t á r s a k , m a r a d n a k , d e a k k o r /?, é s 
_p[ i s k o n j u g á l t t á r s a k , a m i k e t k o n j u g á l t e g y e n e s e k n e k n e v e z ü n k . 
A m i l y e n a z i n v o l ú c i ó p e g y e n e s e n , o l y a n a z i n v o l ú c i ó P p o n t o n i s . 
A k ú p s z e l e t m i n d e n e g y e n e s e n é s p ó l u s á n u g y a n o l y a n i n v o l ú c i ó t l é t e s í t . p i p [ 
k o n j u g á l t a k , h a a k ú p s z e l e t n e k a z á l t a l u k m e g h a t á r o z o t t p o n t o n á t m e n ő k é t 
e g y e n e s é t h a r m o n i k u s a n v á l a s z t j á k s z é t : (kxk2p1p[) =— K é t p o n t P1P{ k o n -
j u g á l t a k ú p s z e l e t r e n é z v e , h a a z e g y i k r a j t a v a n a m á s i k n a k a p o l á r i s á n . K é t 
e g y e n e s k o n j u g á l t , h a a z e g y i k r a j t a v a n a m á s i k p ó l u s á n . 
Az involúció egyenlete. L e g y e n a d v a h á r o m h o m o l ó g p o n t p á r e g y e g y e -
n e s e n . E g y n e g y e d i k h o m o l ó g p o n t p á r XY. H a e z e k h o m o l ó g p o n t p á r o k , t e l -
j e s ü l n i e k e l l : (A1AiXAs) = (B1B2YB3) e g y e n l ő s é g n e k . V a g y k o o r d i n á t á k k a l 
k i f e j e z v e — — — : — — = — — R e n d e z v e i l y e n a l a k b a n í r h a t ó : 
' x—a2 a3—ű2 y—b2 bs—b2 J 
ö u ; c j > + a i 2 : x : + 0 2 1 ^ + 022 = 0 . E z t n e v e z z ü k a k ö z ö s t á r t ó j ú p r o j e k t í v p o n t o s o k 
• e g y e n l e t é n e k . A p r o j e k t i v i t á s e g y e n l e t e — m i n t l á t j u k — l i n e á r i s r e l á c i ó 
M e g f o r d í t v a , h a a z e g y e n e s e n a h o m o l ó g p o n t p á r o k a t e g y l i n e á r i s r e l á c i ó k ö t i 
ö s s z e , a k k o r a h o m o l ó g p o n t p á r o k p r o j e k t í v r o k o n s á g o t l é t e s í t e n e k , a z a z o l y a t 
a m e l y b e n a h o m o l ó g n é g y e s e k k e t t ő s v i s z o n y a u g y a n a z : ( x l x i x ? , x ^ = {yiy2y3yi). 
A z i s k i m u t a t h a t ó , h o g y e z t a r t a l m a z z a anxyJranx-\-ány-\-ai2 = 0 e g y e n l e t e t . 
A p r o j e k t i v i t á s e g y e n l e t é b ő l : . • 
ű l 2 r + a 2 2 
( j i y^y*)-
ÖP.X-I-OO, - . 
y,—y:i . yi—y4 
y3 — y 2 y4—y<2 
17* 25» 
yi—y3-
O^Xj-fűM ű12X3 - f Ű22 
Űn^i + Oa űnXs + űo, 
O12X2 + Ű22 
011*3 + 021 Oll*2 + Ű21 
A k e t t ő h á n y a d o s a : 
U g y a n ú g y b e l á t h a t ó , h o g y : 
E z z e l i g a z o l t u k , h o g y : 
yi—y* x, — x3 
)>3—J>2 
yi—y* 
Xs — Xo 
X\ — X4 
y*—y2 XA Xo 
= 0. 
(x1x2x3xi) = (y1y2y3yi). 
A p r o j e k t i v i t á s e g y e n l e t e t a r t a l m a z z a a z ö s s z e s p r o j e k t í v r o k o n s á g o t : 
N é z z ü k e z t a z e s e t e t : E k k o r t e l j e s ü l : 
anxy + Ű12X + o 2 1 y + a22 = 0 
Ű ! t á r s a ö j - ű n ű í 1 ö 1 + ű' 12Ö 1 + ö : í l f t 1 + ű 2 2 = 0 
Ö2 t á r s a b2 ana2b.2 + a1 a2 + a2lb2 + a22 = 0 
a3 t á r s a b3 an a3b3 + Ű,,Ű3 + Ű,, b,, + Ö,2 = 0 
A z i s m e r e t l e n e k : anana21a22. H a e z e k n e m m i n d e g y i k e n u l l a , a k k o r e z e n 
e g y e n l e t r e n d s z e r n e k c s a k a k k o r v a n m e g o l d á s a , h a a d e t e r m i n á n s a n u l l a . 
x y x y 1 
ŰJÖJ ö, Öj 1 
a2b2 a2 b, 1 
a3b3 a3 b3 1 
E z t k i f e j t v e l i n e á r i s r e l á c i ó t k a p u n k . H a anana.21a2o f e l v e s z i a z ö s s z e s é r t é k e -
k e t , k a p j u k a z ö s s z e s p r o j e k t í v r o k o n s á g o t . A m e g o l d á s o k a t a z e l s ő s o r h o z , 
t a r t o z ó a l d e t e r m i n á n s o k a d j á k . 
H a a k ö z ö s t a r t ó n v a n o l y a n X p o n t , m e l y n e k t á r s a Y-al ö s s z e e s i k , 
a z a z X = Y , a k k o r Ü,11X2 + (Ö12 + O21)X + Ű,22 = 0 . A s z e r i n t , h o g y e z e n e g y e n l e t 
d i s z k r i m i n á n s a = 0 b e s z é l ü n k e l l e p t i k u s ( k é t k é p z e t e s k e t t ő s p o n t ) , p a r a b o l i k u s 
( k é t e g y b e e s ő k e t t ő s p o n t ) , v a g y h i p e r b o l i k u s ( k é t v a l ó s k e t t ő s p o n t ) p r o j e k t i -
v i t á s r ó l . 
. I n v o l ú c i ó e s e t é n a p r o j e k t i v i t á s e g y e n l e t é t a l k a l m a z v a x ' / - r a : o n x ' / + 
+ O12X' + Ű2,/'+O22 = 0 . M o s t a z o n b a n x ' = y é s / — x , t e h á t : a-^xy + a12y+ 
+ O21X + Ű22 = 0 . E z t k i v o n v a a p r o j e k t i v i t á s e g y e n l e t é b ő l : A 1 2 ( x—y)— 
— Ű 2 1 ( X — Y ) = 0 . x — t e h á t Ö12 = Ö21 é s í g y a z i n v o l ú c i ó e g y e n l e t e í g y 
a l a k u l ; auxy-\-a12(x-\-y)-\-a22 = 0. A k e t t ő s p o n t o k a t m e g h a t á r o z ó e g y e n l e t 
O„X2 + 2 Ö I 2 X + Ö22 = 0 . | h a v a n k e t t ő s p o n t , a k k o r x = y | . M e g o l d á s a : . . 
— 2 ű 1 2 + f 4 ö ] , — 4 ana22 — an + ][-
2 a. 
, a h o l A •• flnflia 
o 2 i o 2 2 
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A d i s z k r i m i n á n s d ö n t i e l , h o g y m i l y e n a z i n v o l ú c i ó , h a A > o, a k k o r 
e l l i p t i k u s , h a A = o p a r a b o l i k u s , h a A < o h i p e r b o l i k u s a z i n v o l ú c i ó . 
Az involúció iránya. aaxy-\-an{x-\-y)-\-a^ = 0. M i n d e n x - h e z t a r t o z i k y. 
H a x = y, a k k o r a11x2 + 2al2x + a22 = 0: Ezen e g y e n l e t d i s z k r i m i n á n s a : 
> o e l l i p t i k u s i n v o l ú c i ó e g y i r á n y ú 
A = ana22—öf2 = o p a r a b o l i k u s „ n i n c s i r á n y 
< o h i p e r b o l i k u s „ e l l e n t é t e s i r á n y ú . 
O l d j u k m e g e l s ő e g y e n l e t ü n k e t y-ra. y = — ( < 7 | ' 2 X ~ ' ~ _ K é r d é s , h a x m o z o g , 
an x -f - a12 
dy ' 
m e r r e m o z o g t á r s a y. E r r e a d v á l a s z t ~ h á n y a d o s . 
dy = — an(a, iX + Un) + (>u (a]2x + a22) 
dx (aux + a12f 
H a ^ p o z i t í v , a k k o r x é s t á r s a y e g y i r á n y b a n m o z o g n a k . H a n e g a t í v , a k k o r 
e l l e n k e z ő i r á n y b a n m o z o g n a k , h a n u l l a , a k k o r n i n c s i r á n y . 
> O dy^= űnflaa — 
< o' dx (anx + a12)2' 
A z e l s ő e s e t b e n a s z á m l á l ó é s a n e v e z ő p o z i t í v , t e h á t e g y i r á n y ú a m o z g á s , 
a m á s o d i k e s e t b e n a s z á m l á l ó n e g a t í v , a n e v e z ő p o z i t í v , t e h á t e l l e n t é t e s i r á n y ú 
a m o z g á s . H a A = 0 , a k k c r ^ = 0> t e h á t y á l l a n d ó . H a x e l i s m o z d u l , y 
á l l a n d ó m a r a d , t e h á t a k é t k e t t ő s p o n t F - t k ö z r e f o g j a é s n e m e n g e d i m o z o g n i ^ 
A B-+ A' B -
Elliptikus involúció. — | 1 1 1 A m o z o g , e l j u t 5 - b e , 
e k k o r A' i s e l m o z d u l B' f e l é . A m o z g á s e g y i r á n y ú . A k é t p o n t p á r a z o n b a n 
s z é t v á l a s z t j a e g y m á s t . E k k o r k e t t ő s p o n t n e m l e h e t . B' s o h a s e m j u t h a t A-ba. 
A m í g B á t f u t j a a b e l s ő s z e g m e n t u m o t , a d d i g B' a k ü l s ő s z e g m e n t n m o t í r j a 
l e . E b b ő l i s l á t h a t ó , h o g y n e m t a l á l k o z n a k . T e h á t a z e l l i p t i k u s i n v o l ú c i ó t a z 
j e l l e m z i , h o g y a m o z g á s e g y i r á n y ú , A A' s z é t v á l a s z t j a BB'-őt. 
•<—A B-+ ^ B ' A'-* 
Hiperbolikus involúció. 1 1 1 1 A m o z -
g á s e l l e n t é t e s i r á n y ú . A m o z o g a k ü l s ő s z e g m e n t u m o n , e l j u t A'-be, d e a k k o r 
A ' i s e l m o z d u l é s e l j u t , 4 - b a , k ö z b e n t a l á l k o z n a k . L e s z k e t t ő s p o n t . A , p o n t -
p á r o k e g y m á s t n e m v á l a s z t j á k s z é t . T e h á t h a a m o z g á s e l l e n t é t e s i r á n y ú , a 
p o n t p á r o k e g y m á s t n e m v á l a s z t j á k s z é t , a k k o r a z i n v o l ú c i ó h i p e r b o l i k u s . 
AB A' fi' 
Parabolikus involúció. 1 1 1 A a z é r i n t é s i p o n t k e t t ő s -
p o n t . E z t a z j e l l e m z i , h o g y m i n d e n 5 ' - n e k t á r s a A-ban v a n , h a B' e l m o z d u l , 
t á r s a a k k o r i s / 4 - b a n m a r a d . 
Körös involúció, vagy abszolút involúció. L e g y e n a d v a a . v é g t e l e n t á v o l i 
e g y e n e s e n a z i n v o l ú c i ó . A k e t t ő s p o n t j a i l e g y e n e k a k é p z e t e s k ö z p o n t o k : + * 
é s — / . A d v a v a n m é g P p ó l u s é s A p o n t . A k ú p s z e l e t á t m e g y a k é t k é p -
261. 
z e t e s k ö r p o n t o n . E z n é g y p o n t n a k s z á m í t , m e r t a p ó l u s i s a d v a v a n , í g y 
m e g r a j z o l h a t ó a k é t é r i n t ő . E z a k ú p s z e l e t k ö r , m e r t á t m e g y a k é t k é p z e t e s 
k ö r p o n t o n . A v é g t e l e n t á v o l i e g y e n e s p ó l u s a a c e n t r u m . E z a k ö r m é g A 
p o n t o n i s á t m e g y . 
A p r o j e k t i v i t á s e g y e n l e t é b ő l e l d ö n t h e t ő , h o g y k ú p s z e l e t r ő l v a n - e s z ó , 
v a g y n e m . H o g y a n k e l l p r o j e k t i v i t á s t l é t e s í t e n i ? A d v a v a n O A é s 0 2 . E z e n e g y 
t e t s z ő l e g e s p r o j e k t i v i t á s t l é t e s í t e k . E n n e k e g y e n l e t e t e t s z ő l e g e s , m e r t a p r o j e k -
t i v i t á s i s a z v o l t . 0 £ I = 0 £ 2 = 1 - K é t k o r d i n á t a r e n d s z e r t a z é r t v e t t e m , m e r t 
k é s ő b b k é t s u g á r s o r r ó l l e s z s z ó , a m i i g a z O i s u g á r s o r o n , i g a z 0 2 - r e i s . O i 
é s 0 2 - ő t ú g y v e t t e m f e l , h o g y e g y m á s f e l e t t l e g y e n e k . E z t m e g t e h e t e m , m e r t 
i l y e n h e l y z e t b e n m i n d i g e l f o r g a t h a t ó á s i k ú g y , h o g y h a O x n i n c s 0 2 f e l e t t , 
a k k o r f ö l é j e k e r ü l j ö n . O x - e n f e l v e s z e k e g y t e t s z ő l e g e s s u g a r a t . E z e n e g y t e t -
s z ő l e g e s ¿ 1 e g y s é g p o n t o t O i £ ' i = l a z £ > b e n O j - r e m e r ő l e g e s t r a j z o l o k . E z e n 
m e r ő l e g e s e g y e n e s m i n d e n P p o n t j á n a k m e g v a n a D e s c a r t e s - f é l e k o o r d i n á t á j a . 
A s u g á r s o r é s a s z á m o k k ö z ö t t k ö l c s ö n ö s é s e g y é r t e l m ű v o n a t k o z á s t l é t e s í t e k . 
M i n d e n EXP s z á m h o z t a r t o z i k e g y s u g á r é s m i n d e n s u g á r h o z t a r t o z i k e g y 
EyP s z á m . E z e n s z á m o k a t n e v e z z ü k a s u g á r , i l l . s u g á r s o r Descartes-féle k o o r -
d i n á t á j á n a k . M i n d e n s u g á r k o o r d i n á t á j a h e l y e t t a z i r á n y t a n g e n s i é t v e h e t e m : 
p'(x = E2P = t g (o2p')p(x = E1P' = t g ( ö j / O ) . M o s t k é t s u g á r x é s y k ö z ö t t 
p r o j e k t i v i t á s t l é t e s í t e k , x - n e k m e g f o g f e l e l n i e g y s u g á r : a11xy-sralix+a^y-{-
+ 0 ^ = 0 . I d e x é r t é k é t b e í r v a n y e r e m a h o z z á t a r t o z ó y-t E z a p r o j e k t i v i á s t 
f ü g g e t l e n O i é s 0 2 - t ő l . M i n d e n x - n e k m e g f e l e l e g y y, h a x - e k k i e l é g í t i k a z 
e g y e n l e t e t , x j e l e n t i a z x e g y e n e s i r á n y t a n g e n s é t , y j e l e n t i a z y e g y e n e s i r á n y -
t a n g e n s é t . H a x = y, a k k o r a k é t s u g á r x és y p á r h u z a m o s e g y m á s s a l . K é r -
' d é s m o s t m á r a z , h o g y v a n - e o l y a n s u g á r , m e l y t á r s á v a l p á r h u z a m o s . H a 
v a n i l y e n , t e l j e s ü l : ÖHX2-|-(Ö12-|-Ű21)X-1-Ű22 = 0 . T e h á t c s a k k é t s u g á r v a n , 
m e l y t á r s á v a l p á r h u z a m o s , m é g p e d i g e z e n e g y e n l e t k é t g y ö k é h e z t a r t o z ó 
s u g á r . A m e g o l d á s 
—(Q12 + Q21) + ]fav, + a,2lf—4aua,2 
262. 
— (ü^a + öoi) + 7(012 — Ö2i)2 — 4 A , . . 
v 1 2 n — > a h o l A = auan— 
¿u11 
K é r d é s , m i l y e n l e s z m o s t m á r a k ú p s z e l e t ? H a a g y ö k a l a t t i p o z i t í v , 
a k k o r k é t v a l ó s m e g o l d á s v a n , a z a z a k é t p á r h u z a m o s e g y e n e s k é t v a l ó s 
i r á n y t h a t á r o z m e g . E k k o r h i p e r b o l á t n y e r e k . T e h á t , h a k é t p á r p á r h u z a m o s 
e g y e n e s v a n , a k k o r a k ú p s z e l e t h i p e r b o l a . H a a g y ö k a l a t t i n e g a t í v , a k k o r 
e l l i p s z i s r ő l b e s z é l ü n k , e k k o r n i n c s p á r h u z a m o s e g y e n e s - p á r . H a a g y ö k a l a t t i 
z é r u s , a k k o r e g y p á r p á r h u z a m o s e g y e n e s v a n , a k k o r a k ú p s z e l e t p a r a b o l a . 
A p r o j e k t i v i t á s l e h e t i n v o l ú c i ó . E k k o r an = a.2l é s í g y 
± K— (flllflo-2 — ¿íz) 
an 
> 0 E l l i p s z i s . 
H a a g y ö k a l a t t i : ÖuÖ12—a\.2= \ o P a r a b o l a a d ó d i k . 
< 0 H i p e r b o l a . 
A k ú p s z e l e t e t d e f i n i á l ó p r o j e k t i v i t á s l e g y e n i n v o l ú c i ó . a^xya12(x + y)+ 
4 - ö 2 2 = 0 . E z e n i n v o l ú c i ó n a k h o m o l ó g s u g a r a i a k ú p s z e l e t e n t a l á l k o z n a k . 
K é r d é s , v a n - e e b b e n a z i n v o l ú c i ó b a n o l y a n s u g á r , m e l y t á r s á r a m e r ő l e g e s é s 
h a v a n , h á n y v a n ? x ± y , h a a z i r á n y c o s i n u s o k k o m p o z í c i ó j a n u l l a : 
c o s ( f i c o s ^ + s i n ( f i s i n cp2 = 0 1 + t g 9>! t g cp2 = 0 , 1 + xy = 0 . 
E b b ő l , h a a h o m o l ó g s u g a r a k e g y m á s r a m e r ő l e g e s e k , y = — i - . K é r -
d é s , v a n - e o l y a n i r á n y , m e l y t á r s á r a m e r ő l e g e s ? B e h e l y e t t e s í t v e y é r t é k é t a z 
e g y e n l e t b e : Ű 1 2 — + —ON = 0. N é z z ü k , v a n - e v a l ó s m e g o l d á s ? A z a z 
v a n n a k - e a z i n v o l ú c i ó b a n e g y m á s r a m e r ő l e g e s t á r s u k . R e n d e z v e a z e g y e n l e t e t : 
cii2x2 + (o2 2—flu) x—Ű1 2 = 0. 
A , . - — (a22—ön) + —anY + 4 a\., A m e g o l d á s : x = — ^ ~ LLZ—J — 
¿>üi2 
T e h á t v a n m e r ő l e g e s s u g á r p á r . M é g p e d i g k e t t ő v a n , m e r t a z e g y e n l e t -
n e k k é t m e g o l d á s a v a n . T e h á t e g y i n v o l ú c i ó b a n m i n d i g v a n e g y m á s r a m e r ő -
l e g e s s u g á r p á r . E z k i m o n d j a a z t i s , h o g y a k ú p s z e l e t m i n d e n p o n t b a n , t e h á t 
a c e n t r u m b a n i s l é t e s í t i n v o l ú c i ó t , é s i t t i s v a n e g y m á s r a m e r ő l e g e s s u g á r p á r . 
E z e k a f ő t e n g e l y e k . 
A z e g y m á s r a m e r ő l e g e s s u g á r p á r k i e l é g í t i a z : a ] 2 | x — ^ - j + o - a — a n = 0 
e g y e n l e t e t . K é r d é s , v a n - e o l y a n i n v o l ú c i ó , m e l y b e n m i n d e n x m e r ő l e g e s t á r -
s á r a ? H a v a n , a k k o r e z t a z e g y e n l e t e t m i n d e n x k i e l é g í t i . H a e g y m á s o d f o k ú 
e g y e n l e t n e k k e t t ő n é l t ö b b g y ö k e v a n , a k k o r m i n d e n e g y ü t t h a t ó j a n u l l a . T e h á t 
Ű12 = 0 é s ű 2 2 — a „ = 0 é s í g y a22 = an. E k k o r a z i n v o l ú c i ó b a n m i n d e n s u g á r 
t á r s á r a m e r ő l e g e s . E z t a z i n v o l ú c i ó t n e v e z z ü k - k ö r ö s i n v o l ú c i ó n a k , v a g y a b -
s z o l ú t i n v o l ú c i ó n a k . 
N é z z ü k m o s t a k ö r ö s i n v o l ú c i ó e g y e n l e t é t : A z i n v o l ú c i ó e g y e n l e t e : 
tfn xy + ö I 2 ( x + y) + a 2 2 = 0 . K ö r ö s i n v o l ú c i ó e s e t é n a12 = 0 , a 2 2 = o n . T e h á t a ' 
263. 
k ö r ö s i n v o l ú c i ó e g y e n l e t e : anxy + an = 0, x j > + 1 = 0 . M i k l e s z n e k a k e t t ő s 
e l e m e k ? H a v a n k e t t ő s e l e m , a k k o r x = y, d e a k k o r x ' 2 + 1 = 0 . E z a z t j e l e n t i , 
h o g y x = ± i, v a g y i s a z i n v o l ú c i ó b a n a k e t t ő s s u g a r a k a k é p z e t e s k ö r p o n t o k 
f e l é m u t a t ó s u g a r a k . H a x f o r o g , e l j u t x ' - b e , l e s z t á r s a m e l y x ' - r e m e r ő -
l e g e s . A h o m o l ó g s u g a r a k a k é p z e t e s k ö r p o n t o k f e l é m u t a t ó s u g a r a k a t m i n -
d i g h a r m o n i k u s a n v á l a s z t j á k s z é t . M i n d e g y , h o g y a t á r s a k e g y m á s b ó l i n d u l -
n a k - e k i , v a g y s e m . A k ö r ö s i n v o l ú c i ó b a n a s u g a r a k c s a k a k k o r h o m o l ó g 
s u g a r a k , h a + / é s — / f e l é m u t a t ó x é s y s u g a r a k a t h a r m o n i k u s a n v á l a s z t j á k 
s z é t . E z j e l l e m z i a z a b s z o l ú t , v a g y k ö r ö s i n v o l ü c i ö t . K ö r n é l a k ö z é p p o n t o n 
á t m e n ő e g y e n e s m e t s z i a k ö r t k é t p o n t b a n . H a e z t a k é t p o n t o t a k ö r b á r -
m e l y i k k e r ü l e t i p o n t j á v a l ö s s z e k ö t ö m , a h o m o l ó g s u g á r p á r e g y e s s u g a r a i m e r ő -
l e g e s e k l e s z n e k e g y m á s r a . E z t n e v e z i k T h a l e s t é t e l n e k . 
C é l o m a z v o l t , h o g y a z i n v o l ú c i ó v a l k a p c s o l a t b a n f e l v e t e t t k é r d é s e k t á r -
g y a l á s á n á l a l é n y e g e t n y ú j t s a m é s a z i n v o l ú c i ó e g y e n l e t é b ő l k i i n d u l v a a z 
i n v o l ú c i ó r a j e l l e m z ő m e g á l l a p í t á s o k a t m u t a s s a m b e . 
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ИНВОЛЮЦИЯ НА ПРЯМОЙ И НА ПУНКТЕ 
К. Лернер 
Коническое сечение на каждой прямой образует инволюцию, которая может быть 
гиперболической, параболической или эллиптической зависимо от того, что прямая 
р пересекает, касает или не пересекает коническое сечение. 
Потом статья трактует о том, как образуется инволюция на пункте. Автор по-
сле етого занимается уравнением и направлением инволюции. На это следует трактат 
об уравнении абсолютной инволюции и изучение того, есть-ли инволюции перенди-
кулярная пара радиуса и если есть — сколько. 
AUF DER GERADEN UND AUF DEM PUNKTE BEFINDLICHE INVOLUTION 
von 
K. LERNER 
Der Kegelschnitt bringt au£ jeder Geraden Involution zustande; diese kann 
hyperbolisch, parabolisch oder ellyptisch sein, je nachdem die Gerade p den Kegel-
schnitt schneidet, tangiert, oder nicht schneidet. 
Ferner behandelt der Artikel die Frage, wie die Involution auf dem Punkte 
entsteht. Der Verfasser schreibt weiter über die "Gleichung und Richtung der Invo-
lution. Darauf folgt die Behandlung und Untersuchung der Gleichung der absoluten 
Involution und die Untersuchung dessen, ob es in der Involution auf einander 
vertikale Strahlenpaare gibt, und wenn ja, wieviele. 
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